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AUGMENTATION DU NIVEAU POUR U(n, 1) 


par 

Boyer Pascal & Deng Taiwang 


Resume. — Le principe de Mazur fournit des conditions simples pour qu’une Fj- 
representation irreductible non ramifiee provenant d’une forme modulaire de niveau To(Np) 
provienne aussi d’une forme de niveau Tq(N). L’objectif de ce travail est de proposer 
une generalisation de ce principe en dimension superieure pour le groupe t/(n, 1) via la 
cohomologie des varietes de Shimura dites de Kottwitz-Harris-Taylor. 

Abstract (Raising level for Kottwitz-Harris-Taylor Shimura varieties) 

The Mazur principle give simple conditions for an irreducible unramified F;-representation 
coming from a modular form of level To(Np) to come for some modular form of level To (IV). 
The aim of this work is to give a generalization of this principle en higher dimension for the 
group U(n, 1) studying the cohomology of Shimura varieties of Kottwitz-Harris-Taylor type. 
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1. Introduction 

Dans la theorie classique des formes modulaires, la determination optimale du niveau 
a partir duquel une representation galoisienne modulo l est modulaire, est cruciale, que 
Ton pense par exemple a son application a la preuve du grand theoreme de Fermat. Les 
conjectures de Serre, desormais prouvees par Khare et Wintenberger dans [6], fournissent 
un cadre precis pour cette question dans le cas de GL 2 . Avant [6], le principe de Mazur 
rappele ci-apres etait l’ingredient principal, cf. par exemple le theoreme de Ribet. 

1.1. Theoreme. — (Principe de Mazur cf. |5J theoreme 6.1) 

Soient N un entier, p un nombre premier ne divisant pas N et p : Gal(Q/Q) —> GL 2 (¥i) 
une representation galoisienne provenant d’une forme modulaire de niveau To(Np). On 
suppose que 

- P ± l, 

- p est irreductible et non ramifiee en p et 

- I ne divise pas p — 1. 

Alors p provient d’une forme modulaire de niveau T 0 (N). 


Dans ce travail, nous proposons une generalisation du principe de Mazur pour le groupe 
U(l,d — 1) en utilisant d’apres [2] et [3J, la cohomologie des varietes de Shimura elites 
de Kottwitz-Harris-Taylor. Afin d’enoncer notre theoreme principal, rappelons les objets 
concernes. 

- Comme dans [3], on choisit un groupe de similitudes G/Q associe a une algebre a 
division B sur une extension CM F/ Q, tel que les invariants de G(M) sont (1, d— 1) x 
(0, d) x • • • x (0, d) et si w est une place de F telle que w\q est totalement decomposee 
dans F alors Bf ~ GL d (F w ). 

- On note (X/)/ e x le systeme projectif des varietes de Shimura dites de Kottwitz-Harris- 
Taylor indexee par un certain ensemble X de sous-groupe compacts ouverts de G(A°°) 
ou A°° designe les adeles hnies de Q. 

- Pour un tel /, on note Spl(J) l’ensemble des places w de F telles que p w := u>|q est 
decomposee dans F et la composante locale I w de / a la place w est isomorphe a 
GL d (O w ). On associe a I l’algebre de Hecke 


T; 


Z, 


Tf ■ w € Spl(/), 


1 ,- 





ou TW = diag(p w , ■ ” , Pu( T) x 1 e GL d { <Q> P J x Z Pw . 

- On fixe alors une place v de F telle que p := V|q est decompose dans F et Bf ~ 
GL d (F v ). Les sous-groupes compacts ouverts / G X consideres sont supposes etre de 
la forme suivante : il existe une partition 

d = mi + • • • + m r avec m\ > m 2 > • • • > m r > 1, 

telle que modulo l’uniformisante w v de l’anneau des entiers O v de F v , la composante 
I v est un paraboliciue standard de Levi isomorphe a GL mi x GL m2 x • • • x GL mr . 
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- Etant donnee une representation algebrique irreductible £ de G( Q), on note V^ { un 
reseau stable dn systeme local associe a £ snr (Xj)/ e z. 

Soit alors m un ideal premier minimal de T j qui soit £-cohomologique, i.e. tel qu’il existe 
une ((^-representation automorphe £-cohomologique II de G( A) possedant des vecteurs non 
nuls fixes sous / et tel que pour tout w G Spl(J), les parametres de Satake de Il Pw sont 
donnes par les images des T$ G K~ := (T/ Qj)/Tri, ou K~ est une extension finie de 
Q i- Un tel II n’est pas necessairement unique mais definit une unique classe d’equivalence 
proche au sens de [9] que Ton notera II~. On note 

fc.tt : Gal (F/F) —*■ GL4Q,) 

la representation galoisienne associee a un tel II d’apres [4] et [9], laquelle est, d’apres 
le theoreme de Cebotarev, definie a isomorphisme sur K~, i.e. — p ^ ®k~ Q i- Pour 

une place v de F, la restriction de p~ au groupe de Galois local en v s’identifie a une 
representation de Weil-Deligne (<t~ v , N~ v ) ou A^~ v est le logarithme de la partie unipotente 
de la monodromic locale. Notons que cet operateur nilpotent est defini a 1’aide de la serie 
formcllc ln(l — x) = — J2k>i T" d ue l’ on peut tronquer en k < d — 1. En particular 

- si p~ est entiere, i.e. s’il existe une reseau stable T et si l > d, alors l’operateur N~ v est 
defini sur V et on note N~ vV sa reduction modulo l’ideal maximal (tz7~) de l’anneau 
des entiers de K~. 

- Si en outre la reduction modulo de p~ est irreductible alors tous les reseaux stables 
T son homothetiques et on notera simplement N~ v . 

Etant donne un ideal maximal m de T/, pour tout ideal premier minimal m C m, la 
reduction modulo de p~, bien definie a semi-simplification pres, ne depend que de m, 
on note p m : Gp —> GL^i ) son extension des scalaires a F; : ses parametres de Satake 
modulo l en w G Spl(J) sont donnes par le multi-ensemble 

S m (w) = | === G T//m, i = 1, • • • ,d|. 

Tw 

Pour l > d, on note aussi N mtV l’operateur de monodromie associe. 

Remarque : un multi-ensemble est un couple (E, m) avec E un ensemble et m : E —y N la 
fonction multiplicite. Par definition le cardinal du multi-ensemble (E,m) est S e eE m ( e )- 

A l’instar du principe de Mazur, l’augmentation du niveau que nous proposons, necessite 
un certain nombre d’hypotheses. 

1.2. Hypothese. — Soit I G I un sous-groupe compact ouvert tel que modulo w v , la 
composante I v de I a la place v est conjuguee au parabolique standard de Levi GL mi x 
GL m2 x • • • x GL mr de GL d avec mi > m 2 > ■ ■ ■ > m r et r > 1. Soit m un ideal maximal de 
TT/, tel qu’il existe un ideal premier minimal m C m ainsi qu’une representation automorphe 
irreductible II G II~ possedant des vecteurs non nuls invariants sous I. On suppose en outre 
que : 

1) m verifie I’une des conditions suivantes : 
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a) II est £-cohomologique pour £ un parametre suffisamment regulier au sens de [Tj. 

b) il existe w G Spl(/) tel que pour tout a G S m (w), q w a ^ S m (w). 

c) p m est induit d'un caractere de Gk pour K/F une extension galoisienne cyclique et 
l > d + 2. 

d) l > d + 2 et SL n {k ) C p m (GV) C F* GL n (k ) pour un sous-corps k C Fj. 

£,) p m es£ irreductible, 

3) I’indice de nilpotence de N m _ v est < r — 1, i.e. ~N r m ^ = 0, 

4) le multi-ensemble V m (v) des valeurs propres de p m (Frob„) verifie les deux conditions 
suivantes : 

i) les multiplicity dans sont egales a 1, i.e. V m (v) est un ensemble de cardinal 

d, 

'll) Kn(' l 0 H ql^Vmiy) est de cardinal < m r . 


Faisons quelques remarques sur ces hypotheses et notamment leurs hens avec cellcs du 
principe de Mazur : 

- la condition 4-i) impose en particnlier que l > d. 

- Les hypotheses de 1) servent a s’assurer que la cohomologie de la variete de Shimura 
de Kottwitz-Harris-Taylor associee a G est sans torsion concentree en degre median : 
dans la litterature on trouve parfois la notion « non pseudo-Eisenstein ». On peut bien 
entendu remplacer 1) par cette notion. 

- Comme l > d et p m est irreductible, N mtV est bien dehni independamment du reseau 
stable; la condition 3) est alors la generalisation de l’hypothese non ramihee dans 
le principe de Mazur. Nous verrons, cf. la premiere remarque du 1 )3.21 qu’une telle 
condition est trivialement necessaire. 

- Les conditions de 4) sont techniques et au coeur de la preuve. 


1.3. Theoreme. — Sous les hypotheses precedentes, il existe un parahorique /' contenant 
strictement /,, ainsi qu’un ideal maximal ^-cohomologique TR 7 de T p, ou /' := I' V I V , tel 
que 

Pm' — Pmi 

autrement dit~p m provient dune representation automorphe de niveau I'. 


Remarque : en revanche il est delicat d’iterer ce resultat quand bien meme on aurait 
N m ,i, = 0 car la condition 4-ii) n’est rapidement plus verihee. Par exemplc pour d — 3 si p m 
est de niveau / = I V I V avec I v le parahorique standard associe a la partition 3 = 1 + 1 + 1 
alors necessairement \\V m (v) D qV m (v) > 2 ce qui ne perrnet plus d’appliquer le theoreme 
pour le parahorique associe a la partition 3 = 2 + 1. 


Ce travail est largement inspire d’un preprint non public [5j de David Helm sur le meme 
sujet. Nous remercions aussi V. Secherre pour nous avoir explique le lemme 13.2.11 


1. i.e. il existe un ideal premier minimal m' C m' qui soit +cohomologique 
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2. Rappels 

2.1. Geometrie des varietes de Kottwitz-Harris-Taylor. — Dans la suite l et p 
designeront deux nombres premiers distincts. Soit F = F + E un corps CM avec E/ Q 
quadratique imaginaire, dont on fixe un plongement reel r : F + M et tel que l est non 
ramifie dans E. Pour v une place de F, on notera 

- F v le complete du localise de F en r, 

- O v l’anneau des entiers de F Vl 

- w v une uniformisante et 

- q v le cardinal du corps residuel k(v) = O v /(w v ). 

Soit B une algebre a division centrale sur F de dimension d 2 telle qu’en toute place 
x de F, B x est soit decomposee soit une algebre a division et on suppose B munie d’une 
involution de seconde espece * telle que *\p est la conjugaison complexe c. Pour (3 G R* =_1 , 
on note ip l’involution x ha — fix*fi^ 1 et G/Q le groupe de similitudes, note G T dans 
[4], defini pour toute Q-algebre R par 

G(R) ~ {(A,g) G R x x ( B op ® Q R) x tel que ggb = A} 

avec B op = B F. Si x est une place de Q decomposee x = yy c dans E alors 

G(QJ ^ {Bfr x QJ ~ eg x n(S-f) x . 

Zi 

ou, en identifiant les places de F + au dessus de x avec les places de F au dessus de y, 
x — Tli z i dans F + . 

Dans [3], les auteurs justifient l’existence d’un G connne ci-dessus tel qu’en outre : 

- si x est une place de Q qui n’est pas decomposee dans E alors G(Q X ) est quasi-deploye; 

- les invariants de G(M) sont (1, d — 1) pour le plongement r et (0, d ) pour les autres. 
On fixe a present un nombre premier p = uu c decompose dans E tel qu’il existe une 

place v de F au dessus de u telle qu’avec un abus de notation coupablc 

G(F V ) := (B° p ) x ~ GL d (F v ). 

Pour tout sous-groupe compact U p de G(A°° ,P ) et m = (mi, • • • ,m r ) G Z> 0 , on pose 

u v ( m) — U p X z; X IlKer(0^ —> (ObJV^Y)- 
1=2 

2.1.1. Notation. — Soit X I’ensemble des sous-groupes compacts ouverts « assez pe- 

tits de G( A°°), de la forme U v [m)K v . Pour un tel I G I, on note 

Xj —» Spec O v 

la variete de Shimura de [4] dite de Kottwitz-Harris-Taylor associee a G. 


2. tel qu’il existe une place x pour laquelle la projection de U v sur G(Q X ) ne contienne aucun element 
d’orclre fini autre que l’identite, cf. bas de la page 90 
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Remarque : Xj est un schema projectif sur Spec O v tel que (A/)/ G x forme un systeme 
projectif dont les morphismes de transition sont finis et plats. Quand mi = rri\ alors 
Xjjp( m) —> X UV ( m ') est etale. Ce systeme projectif est par aillcurs muni d’une action de 
G{ A°°) x Z telle que Taction d’un element w v du groupe de Weil W v de F v est donnee par 
ccllc de — deg(tc„) £ Z, oil deg = valoArW 1 ou Art -1 : Wf b — Ffi est Fisomorphisme 
d’Artin qui envoie les Frobenius geometriques sur les uniformisantes. 


la fibre speciale 


2.1.2. Notations. — (cf. [ 1 ] §1.3) Pour I £ Z, on note : 

- Xj. Sv la fibre speciale de Xj en v et Xj^ v := Xj )Sv x SpecF p 
geometrique. 

- Pour tout 1 < h < d, Xp^ (resp. Xpf ) designe la strate fermee (resp. ouverte) de 
Newton de hauteur h, i.e. le sous-schema dont la partie connexe du groupe de Barsotti- 
Tate en chacun de ses points geometriques est de rang > h (resp. egal ah). 

Pour tout 1 < h < d, nous utiliserons les notations suivantes : 


2/1+1 


I ,Sv 


^ Xfl 


j- h : Xj* 


^ xfl 


2.1.3. Notation. — On notera Xw{y) le sous-ensemble deX dont les elements sont de la 
forme U v (m)K v ou K v est un sous-groupe parahorique de GLfiO v ) i.e. tel que la reduction 
modulo w v de K v est un sous-groupe parabolique standard. Pour un tel I £ Tw(y), on notera 
I v := U v (m ) £ Z. 


Pour / £ Xw(v) dont la reduction modulo w v est le sous-groupe parabolique standard 
de Levi GL mi x • • • x GL mr , le morphisme Xj —y Xj„ correspond a la donnee d’une chaine 
d’isogenies 

Ga = Go Qi ■ —t Q r = Ga/Ga[^v\ 
de (9,,- modules de Barsotti-Tate ou : 

- pour tout i — 1, • • ■ , r, Fisogenie Gi-i —> Gi est de degre q l et 

- le compose de ces r isogenies est egal a Fapplication canonique Ga — > Ga/Ga [^u], 
oil Ga est le module de Barsotti-Tate associe a la variete abelienne universelle sur Xjv. 


2.1.4- Notation. — Pour tout 1 < i < r, on note Yj p le sous-schema ferme de Xj ^ v sur 
lequel Gi- 1 —> Q% a un noyau connexe. Pour tout S C {1, • • • ,r} ; on note 


Yu= n u,„ 

ie S 


y° 

G,s 


= Y,. s - U 

SCT 


Y, 


I.T- 


De la theorie du rnodele local de Rap op ort-Zink, on deduit la description suivante. 


2.1.5. Proposition. — Le schema Xj est de pure dimension d et a reduction semi-stable 
sur O v , i.e. pour tout point ferme x de Xps v , il existe un voisinage etale V —> Xj de x et 
un O v -morphisme etale 

V —> Spec O v [T u ■■■ , T n \/(Ti ■■■T m -zu v ) 

pour 1 < m < n. Le schema Xj est regulier et le morphisme de restriction du niveau 
Xj —;• Xfiv est fini et plat. 
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Tons les Yj.s sont lisses sur Spec k(w) de pure dimension d — §S avec 

XiA = u Y,,, 


i= 1 


ou pour i t - j, les schemas Y r i et Y r j n’ont pas de composante connexe en commun. 
Pour tout 1 < h < r, on a 

X}-„ = U Vs, x 7a = U Y?,s- 


tS>h 


t s=h 


2.2. Cohomologie d’un systeme local. — Fixons un plongement cro : E Q; et 
notons l’ensemble des plongements a : F Qz dont la restriction a E est On rappellc 
alors qu’il existe une bijection explicite entre les representations algebriques irreductibles 
£ de G sur Q i et les (d + l)-uplets 



ou a 0 6 Z et pour tout a G <F, on a af = (a CTi i < • • • < a^f). D’apres le theoreme de Baire, 
il existe une extension finie K de Q; telle que la representation z, -1 o £ de plus haut poids 
(do, (o^)( 7 e$J) est definie sur K. On note W^k l’espace de cette representation et W^o un 
reseau stable ou O designe l’anneau des entiers de K. 

Remarque : si on suppose que £ est /-petit, i.e. que pour tout a G et pour tout 1 < i < 
j < n, on a 0 < a T j — a T j < /, alors un tel reseau stable est unique a homothetie pres. 

Notons A une uniformisante de O et soit pour n > 1, un sous-groupe distingue I n G X de 
/ G X, compact ouvert agissant trivialement sur W^o/\ n '■= lU^o 0/\ n . On note alors 
V^o/\ n l e faisceau sur Xj dont les sections sur un ouvert etale T —» Xj sont les fonctions 

/ : tto (Xi n XxjT^J —» W^o/\ n 

telles que pour tout k G / et C G 7T 0 (x T n Xx, X 1 ), on a la relation f(Ck ) = k~ l f(C). 

2.2.1. Notation. — On pose alors 

— lini V^ : o/\ n O V&k — V t o K. 

n 

On utilisera aussi la notation et pour les versions sur % et Q i respectivement. 

2.2.2. Definition. — La representation £ est dite reguliere si son parametre (a 0 , (o^) ct g$) 
est tel que pour tout a G <3>, on a 0(7,1 < • • • < 0(7, d- Ellc est dite tres reguliere si elle verifie 
les conditions de la definition 7.18 de [7j. 

2.2.3. Definition. — Une C-representation irreductible IIoo de G(Aoo) est dite £- 
cohomologique s’il existe un entier i tel que 

7X((LieG(M)) C, U T , n M <g> £ v ) ^ (0) 

ou U T est un sous-groupe compact modulo le centre de G(M), maximal, cf. [3] p.92. On no- 
tera (^(LUo) la dimension de ce groupe de cohomologie. Une (^-representation irreductible 
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n°° de G{ A°°) sera dit automorphe £-cohomologique s’il existe une C-representation £- 
cohomologique de G{K 00 ) telle que q^II 00 ^ (gjlloo est une C-representation automorphe 
de G( A). 


2.3. Localisation de la cohomologie et torsion. — 

2.3.1. Theoreme. — (cf. (7\) Soit I E X maximal en l et f un parametre tres regulier 
au sens de la definition 7.18 de [T] - Si l est bon au sens de la definition 2.3 de \7], et done 
suffisamment grand relativement au poids de £, alors la cohomologie de est concentree 
en degre median et sans torsion, i.e. H l (Xj^ v , = (0) pour tout i d — 1 et sans 

torsion pour i = d — 1. 

Comme explique dans [3], pour attraper d’autres cas, par exemple le systeme local trivial 
ou alors des cas ou le niveau de / en l n’est plus maximal, il est raisounable de localise!' la 
cohomologie en un ideal maximal de l’algebre de Hecke. 


2.3.2. Notations. — - Pour I E T, on note Spl(J) Vensemble des places w de F telles 

que 

- w ne divise pas le niveau I et 

- p w W|q est decompose dans F et distinct de l, avec 

G(Q„J ^ Ql x GL d (F w ) x n(B«) x , 

i =2 


ou p w = w. n [=2 w i dans F + . 

- Pour i = 0, • • • , d, on pose 

i d-i 

T w> i := diag(p„, • • • ,p w , 1, • • • , 1) x 1 G GL d (Q Pw ) x Z, 


et on note 


T r Z; 


T 

-L II 


w E Spl(J) et i 


I’algebre de Hecke associee a Spl(J). 

- Pour m un ideal maximal de T/, on note 



S m {w) — {=== G T//m, i = l 
l w ,i -1 

le multi-ensemble des parametres de Satake modulo l en w associe a m, i.e. on garde 
en memoire la multiplicity des parametres. 


2.3.3. Theoreme. — (cf. le theoreme 4-4 de [3]^ S’il existe w E Spl(J) verifiant la pro¬ 
priety suivante 

a E S m (w) =► q w a S m (w), 

alors la localisation en m de la cohomologie de V^ ^ est concentree en degre median et sans 
torsion, i.e. HfiXj t s v , V^)m = (0) pour tout i d — 1 et sans torsion pour i — d — 1. 
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Fixons un ideal maximal m de Tj. Rappelons que les ideaux premiers minimaux de T/ 
sont les ideaux premiers de T j au dessus de l’ideal nul de Z; et sont done en bijection 
naturcllc avec les ideaux premiers de Tj <g> Z; Q;. Ainsi pour m C m un tel ideal premier 
minimal, (T/ <g) Z( Q/)/m est une extension finie K~ de Q;. 

2.3.4 • Definition. — On dit que m est £-cohomologique s’il existe une representation 
automorphe irreductible II de G( A) qui est £-cohomologique, dont les parametres de Satake 

S~(w ) de n Pu , pour tout w G Spl(/) sont donnes par les images des w ;* G (TQ/)/m. 

3-w,i — 1 

L’ideal maximal m sera dit £-cohomologique s’il contient un ideal premier minimal qui le 
soit. 

Remarque : la surjection Tj/m -» T//m se releve en une injection T//m O- ou O- 
designe l’anneau des entiers de K~. On peut ainsi parler de la reduction modulo m des 
parametres de Satake S~(w) lesquels ne dependent done que de m et sont done donnes par 
le multi-ensemble _ 

S m {w) = {=== e T//m, i = 1, ■ • ■ , dj. 

Tw 

A un ideal premier minimal m qui est £-cohomologique, est associe une classe 
d’equivalence proche II~ au sens de [9], i.e. un ensemble fini de representation auto¬ 
morphe irreductible II comme precedemment. On note 

Pm.Q, ■ Gal (F/F) —> GL d (Q,) 

la representation galoisienne associee a un tel II d’apres [3] et [9], laquellc est 
necessairement bien definie a isomorphisme pres d’apres le theoreme de Cebotarev. 
Cette representation est en fait definie sur K~, i.e. ®k~ Qi- Pour tout ideal 

premier minimal m C m, la reduction modulo l’ideal maximal (tu~) de p~, bien definie a 
semi-simplification pres, ne depend que de m, on note p m : Gf —> GLrf(F/) l’extension 
des scalaires a F/. Les valeurs propres de Frob^ sont alors donnees par le multi-ensemble 
S m {w). 

2.3.5. Definition. — On dira d’une representation irreductible 

P ■■ Gal (F/F) —y GL d { Q,) 

qu’clle est de niveau / G X, s’il existe un ideal maximal m de Tj tel que p ~ p m . 

2.3.6. Theoreme. — (cf. le theoreme 4- M de [3]^ Supposons quej> m verifie une des deux 
hypotheses suivantes : 

- soit~p m est induit d’un caractere de Gk pour K/F une extension galoisienne cyclique; 

- soit l > d et SL n [k ) C p m (Gp) C F *GL n (k) pour un sous-corps k C F/. 

Alors pour l > d + 2, les H l (Xj^, V^) m sont sans torsion. 

Remarque : dans [3], la conclusion du theoreme precedent est valide pourvu que p m verihe 
l’hypothese 4.13 de loc. cit. reliee a la relation de congruence verihee par nos varietes de 
Shimura et prouvee dans mi- 
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Pour une place v de F. la restriction de p~ au groupe de Galois local en v s’identifie a une 
representation de Weil-Deligne (cr~ ^, TV- v ) ou N~ v est le logarithme de la partie unipotente 
de la monodromie locale. Notons que cet operateur nilpotent est defini a l’aide de la serie 
formcllc ln(l — x) = — nr que l’on peut tronquer en k < d — 1. En particular : 

-si l > d, l’operateur N~ v est defini sur l’annean des entiers O- de K~ et on note N~ v 
sa reduction modulo 

- Si m est un ideal maximal de Ty tel que p m est irreductible, alors comme la reduction 
modulo de p~ est isomorplie^ apres extension des scalaires a F/, a p m , l’operateur 
de monodromie N~ v ne depend que de m, on le note simplement N m , v . 


3. Augmentation du niveau 

3.1. Suite spectrale de Rapoport-Zink. — On considere a present un niveau / e 
Zw(v) tel que modulo w v , la composante I v de / a la place v est conjugue au parabolique 
standard de Levi GL mi x GL m2 x • • • x GL mr de GL d avec mi > m 2 > • • • > m r . Avec les 
notations de 12.1.41 la suite spectrale de Rapoport-Zink s’ecrit 

Ei*= © © ( 1 ) 

2>max{0,— p} §S=p-\-2i-\-l 

Rappelons que sur Q h cette suite spectrale degenere en E 2 et si N v : E{' q —> i?f +2,9 ^ 2 (—1) 
est defini comme l’identite sur tous les facteurs presents a la fois dans E± q et E\ +2 ' q ~ 2 {— 1) 
et nul sur les autres, alors l’endomorphisme induit par N v sur l’aboutissement de cette 
suite spectrale est l’operateur de monodromie de H p+q ( V^), lequcl est done entier. 

Fixons un ideal maximal m de T/ tel qu’il existe un ideal premier minimal m C m ainsi 
qu’une representation automorphe irreductible II G II~ possedant des vecteurs non nuls 

invariants sous /. On note N Vjtn le localise de N v ainsi que sa reduction modulo 1’ideal 
maximal de Z;. 

3.1.1. Proposition. — On suppose verifies les points 1), 2) et 3) de \l.‘A Alors Vindice 

—^r- - r— 1 

de nilpotence de N v , m est < r — 1, i.e. N Vjtn = 0. 

Demonstration. — Notons A := H d ~ 1 (Xj t g v ,V^^ i ) m . D’apres le theoreme 12.3.61 A est un 
Z/-module fibre de type fini muni d’une action de T/ jm [Gal(F/F)] telle que 

m 

A ®7. l Ql — ® ® Pm,U 

mCm 1 

avec /i~ G N et ou chacun des p~ { est isomorphe a Taction de T/ ?m se factorisant par 
TIYm/m. Pour tout m et 1 < i < p~, notons 

Pm,i,A ■= Pm,i O A -A A 


3. La condition « a semi-simplification pres » n’a plus lieu dans cette situation. 











AUGMENTATION DU NIVEAU POUR U{n, 1) 


11 


qui est done un T/ !OT [Gal(F/F)]-module tel que la reduction p~ i A de p~ t A modulo l’ideal 
maximal de 7L\ est isomorphe a p m . On obtient alors une inclusion p~ iA A /pi et 

on en deduit en particular que A/p i s’ecrit connne une somme finie YljejVj de sous- 
modules simples Vj -P m - Classiquement cette somme est necessairement directe. En effet 
considerons un sous-ensemble J' C J maximal pour que la somme J2jeJ' Vj S °L directe 
et supposons par l’absurde h existence de j 0 G J\J' '■ comme Vj 0 est simple, on a Vj 0 D 
Vj) — {0} et done Vj 0 + (j2jej' Vj ) est direct contredisant la maximalite de J'. Le 
resultat decoule alors directement du fait que N v . m est d’indice de nilpotence < r — 1. 

□ 

3.2. Preuve du theoreme principal. — Soit / el un sous-groupe ouvert compact tel 
que modulo w v la composante I v de / a la place v est conjuguee au parabolicpie standard 
de Levi GL mi x GL m2 x • • • x GL nir de GL d avec mi > m 2 > • ■ ■ > m r et r > 1. On 
suppose que m, un ideal maximal de Tj, est £-cohomologique. 

Remarque : pour tout m C m, l’interpretation geometrique de l’operateur de monodromic 
N~ v donnee par la suite spectrale de Rapoport-Zink ([T]), impose clairement que l’indice de 
nilpotence de est inferieur ou egal a r. 

3.2.1. Lemme. — Soit tt v ~ St tl (xi) x • • • xStt s (x s ) avec ti + - ■ -+t s = d et ou Xi, • • • ,Xs 
sont des caracteres de F*. L ’ensemble des parahoriques standards P v 

- contenus entre Vlwahori standard Iw„ et le compact maximal GL d (O v ) et 

- tels que n v ait des vecteurs non nuls P v -fixes, 

admet un plus grand element dont les tailles des blocs sont t\, ■ ■ ■ ,t s . 

Demonstration. — Notons K v = GL d (O v ) le compact maximal de GL d (F v ), puis K v ( 1) son 
pro-p radical. Rappelons que tt v a des vecteurs non nuls P„-fixes si et seulement si l’espace 
K v (7r v ) des vecteurs non nuls iL ?J (l)-fixes de tt v vu comme representation de K v /K v ( 1) a 
des vecteurs non nuls fixes par P' v := P v /K v ( 1), e’est-a-dire si K v {n v ) Uv , ou U' v le radical 
unipotent de Pfi contient le caractere trivial de M' v = P'JU' V . 

En appliquant l’involution de Zelevinski Z, on se ramene a la propriete que K v (Z(ti v )) U ' u 
contient un facteur non degenere, e’est-a-dire au fait que Z(ti v ) est A-degeneree, ou A 
designe la partition de d donnee par les blocs de M' v , au sens de la theorie des modeles de 
Whittaker degeneres, cf. ma §V.5. Le resultat decoule alors de loc. cit. □ 

3.2.2. Definition. — Pour m un ideal premier minimal de T j, on note V~(n) (resp. 
V m (v)) le multi-ensemble des valeurs propres de p-(Frob^) (resp. de p m (Frob„)). 

3.2.3. Lemme. — On suppose que pour tout sous-groupe parahorique /' contenant stric- 
tement I v , la representation galoisienne p m n’est pas de niveau V := I V I' V . Alors pour tout 
ideal premier minimal m C m C T/ , on a 


n q r v V~(u) > m r . 


12 


BOYER PASCAL & DENG TAIWANG 


Demonstration. — Par hypothese pour tout ideal premier minimal m C m de Tj, pour 
toute (^-representation automorphe II e II~ et pour tout sous-groupe I' C / e I comrne 
dans 1’enonce, 1 1, a des vecteurs non nuls invariants sous I v mais pas sous 

Rappelons qu’une representation irreductible admissible de GLd(F v ) ramifiee ayant des 
vecteurs non nuls invariants sous un sous-groupe parahorique est de la forme St tl (xi) x 
• • • x Stt a (xs) avec ti + ■ ■' + t s — d et ou xi, ■'' j Xs sont des caracteres de F*. D’apres le 
lennne precedent pour que II, possede des vecteurs non nuls invariants sous I v et pas par 
un sous-groupe strict, on doit avoir 

n„ ^ (St r (xi) X • • • x St r (x m j) x (st r _i(\q) x • • • x x ■ ■ ■ 

Connne les valeurs propres de Frob„ sur p~ sont donnees, par la correspondance locale de 
Langlands, par 

1 — r i — 1 1 — r r — 1 

Xi(w^qv 2 ,■ ■ ■ ,Xi(^v)qv 2 , ■ ■ ■ ,Xm r (^v)qv 2 ,••• , xv ( h ,) 9«- 2 , ••• 

on obtient bien la minoration de I’enonce. □ 


3.2.4• Lemme. — On reprend les hypotheses du lemme precedent et on suppose en outre 
que V m (v) D q r v ~ l V m {v) est de cardinal < m r . Alors pour tout ideal premier minimal m C m, 
le multi-ensemble V m (v) fl q^V^v) est la reduction modulo de V~(u) D q^V-iv). 

Demonstration. — Rappelons que V m (v) s’obtient comrne la reduction modulo m de V~(u) 
pour tout ideal premier minimal m C m via la surjection canonique Tj/m -» Tj/m. Le 
resultat decoule alors simplement du lemme 131.2.11 et de l’hypothese §V m {v) ft ql~ l V m {v) < 

m r . □ 


Preuve du theoreme O: on reprend les hypotheses des lcmmes precedents en supposant 
en outre que V m (v) est un ensemble, i.e. que les multiplicites dans V m (v) sont egales a 1. 
II s’agit alors d’aboutir a une contradiction, i.e. il est absurde de supposer qu’il n’existe 
aucun I' = I V I' V avec I' v C /„ tel que p m est de niveau I'. 

Avec les notations de la suite spectrale de Rapoport-Zink ((Tj) , de la proposition Id. 1.1 1 on 
en deduit que le localise du terrne E[’ d ~ r ~ 1 est contenu dans m H d ~ 1 (X Ij s v , V^) m 

ce qui fournit une surjection 


H d ~\X IrSv) V ai ) m /E^~ r - 1 -» H d ~\X IrSv , V^) m . (2) 


D’apres le lemme precedent, Lensemble V~(v)r\ql 1 V~(u) est de cardinal m r . Par ailleurs 
tout sous- G al (F / F) - quo t ient irreductible V~ de H d ^ 1 {X I ^ v , q )~ est facteur direct, iso- 
morphe a p~Q ; ^ es t une sous-Gal(F,,/F,j)-representation de dimension m r 

d’apres le lemme EF 2. 11 dont les valeurs propres de Frob„ appartiennent a V~(u)fl 9 £ _1 L~(u). 
On en deduit ainsi que les valeurs propres de Frob*, sur F^~ _r_1 sont exactement celles 
de V~(v) qui appartiennent a V~(w) fl q^V^v), i.e. les valeurs propres de Frob„ sur 
£q~" r-1 sont dans V~(v) - (V~(v) 0 g r-1 V~(t;)). 
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Ainsi d’apres le lemme precedent, les images modulo m des valeurs propres de Frob„ sur 
H d - x {Xj.- Svl V^ m / E r {^~ r ~\ appartiennent a V~(v) - (v~(v) n g£ _1 V~(i>)) • De la surjection 
([2]), on en deduit alors que 

V~(v) c V~(v) - (vsW n g r‘Vs(«)) 
ce qui contredit l’hypothese que V m (v) est un ensemble de cardinal d. 
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